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   1. Интерполационни сплайни – кубичен сплайн  
Разгледахме случая на линеен и квадратичен интерполационен 
сплайн. Аналогично поставяме и задачата за кубичен сплайн. 
Нека )x(fy =  е функция, дефинирана в интервала ],[ ba  и е 
известна таблица от стойности )( ii xfy =  в точките (възлите) 

bxxxxa n ≤<<<<≤ ...210 . Стъпките между 1ix −  и ix  ще означаваме с 
1i i ih x x −= − . Нека таблицата  е: 

ix  0x  1x  ... nx  
iy  0y  1y  ... ny  

 

Дадохме следното Определение.  
Интерполационният сплайн ),( xfSk  от ред  k  е функция, за която: 
(1) ),( xfSk  е полином )(xfi  от степен  k  във всеки подинтервал  

1[ , ], 1,i ix x i n− = .  
(2) ),( xfSk  интерполира функцията, т.е.  niyxfS iik ,0,),( == .   
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(3) ),( xfSk  и производните му до ред (k-1) са непрекъснати в ],[ ba .  
Кубичен сплайн  
 Тук k = 3 и във всеки подинтервал 1[ , ], 1,i ix x i n− = , сплайнът 

3( , )S f x  е полином от трета степен. Така търсим коефициентите ai, 
bi, ci, di, които определят сплайна, т.е. 4n неизвестни. 
Извод на формулите за кубичен сплайн 3( )S x  
Аналогично на линеен и квадратичен сплайн търсим 3S  във вида: 

2 3
3 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i iS x f x a b x x c x x d x x− − −= = + − + − + −  за 1[ , ]i ix x x−∈ , i=1,... n,    

при условията: 
 1 1( )i i if x y− −= , ( )i i if x y=  i=1,…,n - интерполиране, (2n условия) (2) 

  '
3 ( )S x , ''

3 ( )S x  са непрекъснати във вътрешните точки 1 2 1, ,..., nx x x − : 
 ' '

1( ) ( )i ii if x f x+=        (n-1 условия), (3*) 
 '' ''

1( ) ( )i ii if x f x+=        (n-1 условия). (3**) 
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Или имаме общо 4n-2 условия за намиране на 4n неизвестни. Две 
условия остават свободни. Следователно кубичният сплайн е 
единствен при задаване на две допълнителни условия. В 
таблицата по-долу те са означени с 1γ  и 2γ . По-точно тук 
разглеждаме условията: ''

3 1 1 1( ) 2S a c l γ= = =  и ''
3 1 2( ) 2 6n n n nS b c d h l γ+= + = = . 

 

Ако 1 2 0γ γ= =  сплайнът се нарича естествен

Могат да се задават и редица други типове допълнителни 

условия, например 

 кубичен сплайн.  

'
3 1( )S a γ=  и '

3 2( )S b γ= , както и различни 

комбинации с по-горните условия, периодични условия и др. 
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Обща формула на кубичен сплайн 
2 3

1 1 1 0 1 0 1 0 0 1

2 3
3 1 1 1 1

2 3
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]
...

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]
...

( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]

i i i i i i i i i i

n n n n n n n n n n

f x a b x x c x x d x x x x x

S x f x a b x x c x x d x x x x x

f x a b x x c x x d x x x x x

− − − −

− − − −

 = + − + − + − ∈


= = + − + − + − ∈


 = + − + − + − ∈

 

 

За намиране на коефициентите ai, bi, ci, di

А) От условия (2) при 
: 

1,i n= : 
 1 1( )i i i if x y a− −= =  ⇒      1i ia y −=   (4) 

( )i i if x y=  ⇒  2 3
1 1 1( ) ( ) ( )i i i i i i i i i ia b x x c x x d x x− − −+ − + − + − =  

2 3
i i i i i i i ia b h c h d h y+ + + =    (5) 

Б) За условие (3*) изчисляваме първите производни  
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отляво на ix : ' 2
1 1( ) 2 ( ) 3 ( )i i i i iif x b c x x d x x− −= + − + −   ⇒  

' 2( ) 2 3i i i i i iif x b c h d h= + + ;  
и отдясно: ' 2

1 1 11 ( ) 2 ( ) 3 ( )i i i i iif x b c x x d x x+ + ++ = + − + −  ⇒  ''
11 ( )i iif x b ++ =  .  

За да има непрекъснатост на '
3 ( )S x  във всяка вътрешна точка ix x=  

искаме лявата и дясната производна да са равни 
  2

1 2 3i i i i i ib b c h d h+ = + +   (6) при 1, 1i n= − . 
С) Аналогично за условие (3**) изчисляваме вторите производни  
 отляво  на    ix  ⇒    ''

1( ) 2 6 ( )i i iif x c d x x −= + −   ⇒    '' ( ) 2 6i i i iif x c d h= +  
 и отдясно на ix  ⇒  ''

1 11 ( ) 2 6 ( )i i iif x c d x x+ ++ = + −  ⇒  ''
11 ( ) 2i iif x c ++ = .  

За да има непрекъснатост на ''
3 ( )S x  двете трябва да са равни в ix : 

 12 2 6i i i ic c d h+ = +   (7) при 1, 1i n= − . 
Така получаваме системата от 4n-2 уравнения (4)-(7) за ai,bi,ci,di
 

. 
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По-нататък  означаваме за удобство  2i il c=  и ще изразим всички 
коефициенти чрез тези неизвестни il .  

Веднага  2
i

i
lc = , при 1, 1i n= − . (8) 

От (7) изразяваме 
12 2
6

i i
i

i

c cd
h

+ −
=  или 

 
1
6

i i
i

i

l ld
h

+ −
=  при 1, 1i n= − .   (9) 

Като заместим в (5) тези ,i ic d  и ia  от (4), намираме за ib  

 
2 3

1 1( )
2 6

i i i i i i i i i i i l i
i

i i

y a c h d h y y l h l l hb
h h

− +− − − − −
= = − −  ⇒   

 
1 1( 2 )

6
i i i i i

i
i

y y h l lb
h

− +− +
= − .      (10) 

Накрая замествайки в (6) изразите за , , ,i i i ia c b d  от (4),(8),(9),(10): 
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1 1 2 1 1 1 1

1

( 2 ) ( 2 ) ( )
6 6 2

i i i i i i i i i i i i i
i i

i i

y y h l l y y h l l h l ll h
h h
+ + + + − + +

+

− + − + −
− = − + + .  

След елементарни преобразования намираме: 
1 1

1 1 1 2
1

2( ) 6 i i i i
i i i i i i i

i i

y y y yh l h h l h l
h h
+ −

+ + + +
+

 − −
+ + + = − 

  , при 1, 1i n= − . 
 
Като добавим двете допълнителни условия при 0i =  и i n=  
получаваме напълно определена система относно 
спомагателните неизвестни il .  
 
Разписана тя има тридиагонален вид с преобладаващ главен 
диагонал – виж (11). Може да се решава с метода на 
прогонването, който е устойчив (Защо?). 



 10/13 

1 1

1 02 1
1 1 1 2 2 2 3

2 1

1 1 2
1 1 1 1

1

1 2

2( ) 6

. . .

2( ) 6

. . .

i i i i
i i i i i i i

i i

n

l

y yy yh l h h l h l
h h

y y y yh l h h l h l
h h

l

γ

γ

− − −
− − − +

−

+

=

 −−
+ + + = − 

 

 − −
+ + + = − 

 

=

 (11) 

 

Коефициенти на кубичния сплайн 

 1,1,
6

,
2

,1),2(
6

,

1

1
1

1

−=
−

==

=+−
−

==

+

+
−

−

ni
h

lldlc

nillh
h

yybya

i

ii
i

i
i

ii
i

i

ii
iii

                                (12) 
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2. Алгоритъм за намиране на кубичен сплайн 
 и приближаване на стойност на функцията ( )y f x=  в точка x x=  : 

1. Изчисляват се стъпките ih . 

2. Решава се тридиагоналната система (11). 

3. Изчисляват се коефициентите на сплайна по (12). 

4. Намира се в кой подинтервал се намира точката x , нека 
напр. това е интервалът 1[ , ]p px x− . 

5. Изчислява се приближението по формулата в този 
подинтервал 

      2 3
1 1 1( ) ( ) ( ) ( )p p p p p p py f x a b x x c x x d x x− − −= = + − + − + −     . 
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Кубичен сплайн при равноотстоящи възли: 
 

1,1,
6

,
2

,1),2(
6

,

,1,

1

1
1

1

1

−=
−

==

=+−
−

==

=−=

+

+
−

−

−

ni
h

ll
d

l
c

nillh
h
yy

bya

nixxh

ii
i

i
i

ii
ii

iii

ii

 

  

 

( )

( )

1 1

1 2 3 2 1 02

1 1 1 22

1 2

64 2

. . .
64 2

. . .

i i i i i i

n

l

l l l y y y
h

l l l y y y
h

l

γ

γ

− + − −

+

=

+ + = − +

+ + = − +

=

, (13) 
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 3. Теорема за оценка на грешката при интерполиране с 
кубичен сплайн (без доказателство). 
 

 Нека функцията 1( ) [ , ]qf x C a b+∈ , 0 3q≤ ≤ .  

 То интерполационният кубичен сплайн 3( )S x , получен по 

таблица на функцията във възлите 0 1 ... nx x x< < <  удовлетворява 

оценките: 

1

( )( ) 1 ( 1)
3[ , ] [ , ]

max ( ) ( ) max ( )
k k

ii q i q
x x x a b

f x S x Ch f x
+

+ − +

∈
− ≤ , (14) 

където  0,1,..., 1k n= − , 0,...,i q= , max k
k

h h= , C е константа, 

независеща от k, h и f.   
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